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             -23课 微分方程和矩阵指数  

一、知识概要 

  本节介绍一阶线性常微分方程的矩阵解法，也就是将微分方程用矩阵抽象，通

过“解耦”，计算出对应系数，最终得到解。这里会牵涉到𝑒𝐴𝑥计算问题， (A是

矩阵)，所以也会引出幂指数是矩阵时算式的计算问题。最后扩展介绍了高阶微

分方程的降阶求解方法。   

 

二．解微分方程 

解决微分方程问题重点在于其流程，我们通过一道例题来介绍本部分内容。 

 

【例 1】 

d𝑢1

dt
 = -𝑢1 + 2𝑢2 ； 

d𝑢2

dt
 = 𝑢1 - 2𝑢2 ；u(0) = [

1
0
]，求 u(t)。 

解题流程： 

           解题之前首先要搞清楚这个微分方程的意义，我们看到，u(0) = [
1
0
]，

就是说明在最初 0时刻，𝑢1 = 1，所有的值都在𝑢1中；而此时𝑢2 = 0，但是随着

时间流逝，t增加时，我们可以看到 
d𝑢2

dt
 > 0。说明𝑢2的导数大于 0，𝑢2会慢慢

增加，𝑢1慢慢减少；（或者理解为𝑢1中的值流向𝑢2）。最终达到某一状态，这需

要我们计算来得到。 

     

列出方程 
du

dt
 = Au，其中系数矩阵 A应综合 

d𝑢1

dt
 与 

d𝑢2

dt
 ，写做[

−1 2
1 −2

] 。

我们先给出通解形式： 

∑𝐶𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑥𝑖

n

i=1

 

通解形式是如何得到的我们不做研究。具体验证可以将通解看做几个纯

指数解的组合，随便挑一个代入验证一下即可。 

 

解 A矩阵的特征值与特征向量。不难得到这个矩阵有两个特征值：𝜆1=0，

𝜆2=-3。特征向量为：x1 = [
2
1
], x2 = [

1
−1

]，代入通解得到其形式如下： 

 u(t) = 𝐶1𝑒
0𝑡 [

2
1
] + 𝐶2𝑒

−3𝑡 [
1

−1
] 

再代入初值：u(0) = [
1
0
]，确定𝐶1与𝐶2，最终解为： 



            u(t) = 
1

3
[
2

1
] + 

1

3
𝑒−3𝑡 [

1

−1
] 

分析这个通解，我们发现随着时间 t 的增加，后一项
1

3
𝑒−3𝑡 [

  1

−1
] 逐渐衰

减，最后趋于 0，而前一项
1

3
[
2

1
]不随时间改变，这也符合我们一开始分析微分方

程意义的时候 u的走势。 

 

△通过这道题，我们可以得到解决微分方程过程中遇到的某些特点： 

    

（1）特征值是负数时，u(t)趋于 0。这个特点很简单，但是要注意一种特殊

情况，就是特征值为复数时，a+bi 怎么去判断 u(t)的趋势呢？答案是只有实数

部分决定 u(t)趋势。我们可以画一个复数坐标系 

 

 

 

 

 

 

 

 

不难看出，投影到实数轴，只有实数部分 a决定正负性，而虚部 b的作用是

在另一条轴上指明方向，所以不影响我们的判断。 

     

（2）稳态存在时（如【例 1】中最后 t趋于无穷时，u趋于一个确数），一个

特征向量=0，其余的特征向量全部<0。 

   

（3）如果有任何特征值实数部分>0，则解无法收敛。 

 

三．解耦与𝒆𝑨𝒕 

3.1 解耦 

   回到【例 1】，
du

dt
 = Au，矩阵 A中，有𝑢1，𝑢2耦合，我们的处理，就是计算

出特征值与特征向量将 A解耦。我们设 S是特征向量矩阵。 

令 u = SV 

du

dt
 = S

dv

dt
 = Au = ASV，提取出 S

dv

dt
 = ASV。 

a+bi 

虚

轴 

实轴 



两边同时左乘上𝑆−1，得到：
dv

dt
 = 𝑆−1ASV =ΛV，得到关于 V的对角化方

程组。新方程不耦合，
d𝑣1

dt
 = λ1𝑣1，

d𝑣2

dt
 = λ2𝑣2以此类推。最终可得到： 

              v(t) = 𝑒Λtv(0)  

同类型地，也有：  u(t) = 𝑒Atu(0) = S𝑒Λt𝑆−1u(0) 

 

 

这里就牵扯到了一个新问题，𝑒A𝑡和𝑒Λt是什么？ 

表面来看，𝑒At就是 u(t)的解，那么𝑒At为什么与 S𝑒Λt𝑆−1相等呢？它们表示的

是什么呢？我们接下的来重点就在介绍这些式子上。 

3.2 𝒆𝐀𝐭与 S(𝒆𝚲𝐭)𝑺−𝟏 

     首先熟悉一下幂级数公式： 

        𝑒x = 1 + x + 
𝑥2

2
 + 

𝑥3

6
 + …… + 

𝑥𝑛

n！
  …… 

(收敛域是全体实数，不用考虑特征值问题) 

    扩展到矩阵的计算中，同样，I代替 1，矩阵代替 x，得到： 

       𝑒𝐴𝑡 = I + 𝐴𝑡 + 
(𝐴𝑡)2

2
 + 

(𝐴𝑡)3

6
 + ………… + 

(𝐴𝑡)𝑛

n！
 + …… 

     接下来我们对角化形式化简 A，得到 

       𝑒𝐴𝑡 = S𝑆−1 + SΛt𝑆−1 + 
𝑆(Λt)2𝑆−1

2
 + 

𝑆(Λt)3𝑆−1

6
 +…… 

提出 S和𝑆−1，得到： 

      𝑒𝐴𝑡 = S(I + Λt + 
(Λt)2

2
 + 

(Λt)3

6
 + …………)𝑆−1  

综合幂级数公式，得到：𝑒𝐴𝑡 = S(𝑒Λt)𝑆−1 

注意：这步的化简是有条件的，即 A必须可以对角化，即有 n个独立的特

征向量，𝑆−1存在。 

由
du

dt
 = Au 得到 

？ 



3.3 矩阵指数 

上面的等式将对角矩阵与一般矩阵联系了起来，那么其中的𝑒Λt代表着什么呢？ 

我们知道Λ = [
𝜆1 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

]， 

那么𝑒Λt就可以如下表示： 

 [

𝑒𝜆1𝑡 0 0 0

  0 𝑒𝜆2𝑡 … 0
…
0

0
0

…
0

0
𝑒𝜆𝑛𝑡

] 

其主对角线上皆为𝑒𝜆𝑖𝑡，其余位置为 0。 

同样，这里的判断是否收敛与微分方程中的判别差不多，即比较𝜆的实部的绝对

值与 1的大小关系。 

 

四．二阶微分方程的解 

解二阶微分方程时，我们可以将它降阶处理，步骤如下： 

二阶微分方程 y’’ + by’ + ky = 0 

设 u = [
y’
𝑦
]，可利用 u 将上面的方程化简为： 

 u’ = [
y’’
y’

] = [
−𝑏 −𝑘
1   0

] [
y’
𝑦
] 

这样我们就将二阶微分方程化简为了一阶微分方程乘上一个矩阵。同样，

如果是求解一个五阶微分方程的话，我们只需要像上面那样化简，只不过其中

的[
−𝑏 −𝑘
1   0

]会变成一个 5*5 的矩阵，类似于

[
 
 
 
 
𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

的矩阵，其中 a，

b，c，d，e 都是方程中的系数，而且主对角线上的元素下的元素都是 0。这样

的矩阵将五阶微分方程转化为一阶向量方程。接下来只要使用一阶微分方程正

常求解就可以了。 



五、学习感悟  

   本节内容较多，主要目的是在实际情况下使用矩阵对角化，特征值等方法求

解微分方程，给出了一种使用矩阵求解微分方程的通用规律，即高阶降阶，一阶

用特征值和特征向量将原系数矩阵 A解耦，最后得到结果。并介绍了在我们解耦

A时使用矩阵对角化将其与特征向量联系起来运算的方法。另外介绍了判断收敛

性的方法，即看特征值实部绝对值与 1的大小关系。这些内容都是特征值与特征

向量的实际应用，较为重要。 


